1 Ein mathematisches Modell und die
Anderungsrate

Die Differenzial- und Integralrechnung! ist eine Sprache zur Beschreibung des quantitati-
ven Zusammenhangs verschiedener Grossen in einem bestimmten Kontext und liefert uns
Werkzeuge zur Erforschung dieser Zusammenhénge. Wir werden zu jedem Problem meist
drei verschiedene Betrachtungsweisen parallel nebeneinander entwickeln: eine numerische,
eine algebraische und eine geometrische. Im Verlaufe der Untersuchung und Entwicklung
verschiedener Modelle werden wir die wichtigsten mathematischen Begriffe und Werk-
zeuge der Differenzial- und Integralrechnung erarbeiten.

Im ersten Kapitel wird zu einer physikalischen Problemstellung, der Abkiihlung eines
heissen Getranks, ein einfaches Modell entwickelt. Dabei werfen wir einen ersten Blick
auf den zentralen Begriff der Anderungsmte einer Grosse, welche in der mathematischen
Sprache dann erste Ableitung heisst. Ebenfalls taucht hier schon die erste Ratengleichung
auf, in der Fachsprache wird diese dann als Differenzialgleichung bezeichnet.

1.1 Die Abkiihlung eines heissen Getranks

Wir betrachten ein Beispiel, das mit einfachen Hilfsmitteln experimentell durchgefiihrt
werden kann. In einem Raum mit der Umgebungstemperatur T, = 21.7 °C befindet sich
eine Tasse heissen Kaffees mit der anfianglichen Temperatur Ty ~ 80°C. Wie kiihlt sich
der Kaffee mit der Zeit ab? Die Temperatur T des Kaffees ist eine Funktion der Zeit, wir
schreiben dies in der Form T = T(t). Das Funktionsgesetz kennen wir vorldufig noch
nicht. Einen ersten Zugang koénnen wir experimentell gewinnen, indem wir den Tempe-
raturverlauf messen und graphisch anzeigen. An einen PC oder einen CAS-Rechner kann
mit Hilfe eines Zusatzgerétes eine Temperatursonde angeschlossen werden, so dass der
zeitliche Verlauf der Temperatur direkt auf den Rechner {tibertragen wird und die Daten
gespeichert und angezeigt werden. Im vorliegenden Beispiel wurde alle sechs Sekunden
eine Temperaturmessung vorgenommen ? und man erhielt den in der Abbildung 1.1 dar-
gestellten Temperaturverlauf.

Liest man die Werte alle 60s ab, dann erhilt man die Tabelle 1.1

Tabelle 1.1: Temperatur des Kaffees, alle 60s gemessen

tins 0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600
Tin°C |79.7 704 631 572 522 481 444 411 385 36.1 34.0

Beim vorliegenden Experiment erfolgte alle sechs Sekunden eine Messung, so dass eine

! Anstelle von Differenzial- und Integralrechnung wird v.a. im deutschen Sprachraum oft von Analysis gespro-
chen.
2Die Messungen erfolgten mit Hilfe des CBL2 von Texas Instruments.
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Abbildung 1.1: Abkiihlung eines Kaffees

Tabelle mit einer feineren Zeitunterteilung erstellt werden konnte. Beispielsweise erhielt
man fiir die Zeit zwischen 330s und 390s die Tabelle 1.2

Tabelle 1.2: Abkiihlung des Kaffees zwischen 330s und 390s

tins 330 336 342 348 354 360 366 372 378 384 390
Tin°C | 46.24 45.85 4549 4512 4476 4440 4405 4371 4336 43.03 4270

Um das Gesetz genau zu kennen und damit auch die Griinde fiir die Gestalt der gewon-
nenen Kurve zu ermitteln, benttigen wir eine genauere Untersuchung. Dazu stellen wir
ein Modell auf, welches wir dann mit der Wirklichkeit vergleichen.

1.2 Die momentane Anderungsrate oder erste Ableitung

Wir fiihren den Begriff der momentanen Anderungsrate (erste Ableitung) ein. Die betrach-
tete Temperatur dndert sich mit der Zeit; das Tempo, mit der dies geschieht, nennen
wir die Anderungsrate der Temperatur. Wiirde sich die Temperatur z.B. in jeder Minu-
te um 6°C verringern, dann ware die Anderungsrate , welche wir mit T’ bezeichnen,
T = —6°C/min = —0.1°C/s, je nachdem in welcher Einheit wir die Zeit messen. Wiir-
de die Abkiihlung so stattfinden, dann wiirde sich unser Kaffee innerhalb von 10 min
von 80°C auf 20°C abkiihlen und der Verlauf der Temperatur konnte durch die lineare
Funktion T(t) = 80 — 6t beschrieben werden. Tatsdchlich haben wir aber schon gesehen,
dass der Temperaturverlauf nicht linear ist, was es notwendig macht, den Begriff der
momentanen Anderungsrate genauer zu erarbeiten. Die Anderungsrate ist namlich nicht
konstant, sondern dndert sich dauernd, so wie sich etwa die Geschwindigkeit eines Fahr-
zeugs beim Abbremsen auch dauernd dndert. So wie wir jedoch auch bei einem Abbrems-
vorgang zu jedem Zeitpunkt von einer Momentangeschwindigkeit sprechen konnen, gibt
es auch bei der Abkiihlung des Kaffees zu jedem Zeitpunkt eine momentane Anderungs-
rate der Temperatur. Im betrachteten Beispiel betrdgt die Anderungsrate anfinglich etwa
—9.3°C/min, jedoch nach 6 min nur noch etwa —3.5°C/min und nach 10min nur noch
etwa —1.95°C/min (vgl. Tabelle 1.1). Diese Anderungsraten wurden wie folgt ermittelt:
Wenn wir die Anderungsrate zum Zeitpunkt t = 6min = 360s mit Hilfe der Tabelle
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ndherungsweise ermitteln wollen, dann gibt es drei Moglichkeiten:

1. Vorwirts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 360s und zur Zeit t, =420s
und bestimmen aus der Temperaturdifferenz und der Zeitdifferenz die Anderungs-
rate. Wir erhalten

_M4.1°C—444°C

T =~ T i = —3.3°C/min = —0.055°C/s.

2. Riickwirts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 300s und zur Zeit t, =
360 s und bestimmen wiederum aus den Differenzen die Anderungsrate. Wir erhal-

ten
_444°C—48.1°C

T/
1 min

= —3.7°C/min = —0.06°C/s.

3. Vorwirts und riickwarts: Wir betrachten diesmal die Temperatur zur Zeit t, = 300s
und zur Zeit t, = 420 s und berechnen wiederum aus Temperatur- und Zeitdifferenz
die Anderungsrate. Wir erhalten

_41.1°C—-48.1°C

T ~ > min =—3.5°C/min = —0.0583°C/s.

Der dritte Wert liegt zwischen den beiden andern und entspricht am ehesten der momen-
tanen Anderungsrate zur Zeit t = 360s. Genau genommen haben wir jedoch mit allen
drei Verfahren nur eine mittlere Anderungsrate in einem bestimmten Zeitintervall berech-
net. Mit Hilfe der Tabelle 1.2 kénnen wir die Anderungsrate zur Zeit t = 360 s in einem
kleineren Zeitintervall genauer berechnen. Wenden wir wieder die drei Moglichkeiten an:

1. Vorwirts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 360 s und zur Zeit t, = 366s
und bestimmen aus der Temperaturdifferenz und der Zeitdifferenz die Anderungs-

rate. Wir erhalten 44.05°C — 44.4°C
T/ ~ : 6; : = —0.0583 OC/S~

2. Riickwirts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 354s und zur Zeit t, =
360 s und bestimmen wiederum aus den Differenzen die Anderungsrate. Wir erhal-

ten
N 44.4°C —44.76°C

TI
6s

= —0.06°C/s.

3. Vorwirts und riickwarts: Wir betrachten diesmal die Temperatur zur Zeit t, = 354 s
und zur Zeit t, = 366 s und berechnen wiederum aus Temperatur- und Zeitdifferenz
die Anderungsrate. Wir erhalten

_44.05°C —44.76°C

I
T 12s

= —0.0592°C/s.

Wir stellen fest, dass die drei Resultate jetzt viel ndher beieinander liegen.

Wenn wir die momentane Anderungsrate zu einem bestimmten Zeitpunkt noch genau-
er bestimmen wollen, dann benétigen wir eine Tabelle mit einer moglichst feinen zeitli-
chen Abstufung, d.h. Messwerte, die zeitlich moglichst nahe beieinander liegen. Prinzipi-
ell wird die Bestimmung der momentanen Anderungsrate umso genauer, je kleiner wir
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das Zeitintervall wahlen. Bei Funktionen, die durch einen Term gegeben sind, werden wir
ein Verfahren entwickeln, das Zeitintervall beliebig klein werden zu lassen. Bei Funktio-
nen, die aus Messungen gewonnen wurden, sind da jedoch Grenzen gesetzt. Auch wenn
die Messungen kontinuierlich erfolgen, sind sie mit einer gewissen Ungenauigkeit behaf-
tet und diese kann bei sehr kleinen Zeitintervallen bei der Berechnung der Anderungsrate
stark ins Gewicht fallen.

Prizisierung: die mittlere und die momentane Anderungsrate
Bestimmen wir die Anderungsrate der Temperatur zwischen zwei Zeitpunkten t, und ty,
mit Hilfe der Werte zu diesen Zeitpunkten, also als

T(te) —T(ta) _ AT
t,—tq At

so ist dies die mittlere Anderungsrate im betrachteten Zeitintervall, diese ist, wenn das
Zeitintervall geniigend klein ist, ein Niherungswert fiir die momentane Anderungsrate’ im
betreffenden Zeitintervall.

Bemerkung zur Delta-Notation : Um Differenzen resp. Anderungen von Grossen anzuzei-
gen, verwenden wir den griechischen Buchstaben A ( Delta).

1.3 Die Differenzialgleichung fiir den Abkiihlvorgang
(Newtons Abkiihlungsgesetz)

Wir stellen im folgenden ein Modell fiir den Abkiihlvorgang auf.* Das Experiment zeigte,
dass die Anderungsrate der Temperatur mit zunehmender Abkiihlung des Kaffees immer
kleiner wurde. I. Newton stellte nun auf Grund von Messungen und von physikalischen
Uberlegungen das folgende Modell auf:

* Die Energie (Warme), die wihrend eines kleinen Zeitintervalls At vom Kaffee an
die Umgebung abgegeben wird, ist proportional zur Differenz T(t) — T, und zur
Grosse des Zeitintervalls At. T(t) ist die Temperatur des Kaffees zur Zeit t und T,
die Umgebungstemperatur. Mit andern Worten: die (momentane) Anderungsrate
der innern Energie des Kaffees ist proportional zur Temperaturdifferenz
T(t) — Ty.

* Die (momentane) Anderungsrate der Temperatur ist proportional zur Anderungs-
rate der innern Energie und damit ebenfalls proportional zur Temperaturdifferenz
T(t) — T

Daraus ergibt sich die folgende DIFFERENZIALGLEICHUNG fiir die Abkiihlung:
T'(t) =k- (T(t) — Tw). (1.1)

Die Gleichung (1.1) ist eine sog. Differenzialgleichung oder Ratengleichung. Sie gibt uns
einen Zusammenhang zwischen der Funktion T und ihrer momentanen Anderungsrate
T, nicht aber die Funktion selbst. Eines der Hauptziele der folgenden Arbeit wird darin

3Die genaue Definition der momentanen Anderungsrate folgt im néchsten Kapitel
4Dieses Modell geht auf den Physiker I. Newton (1642-1727) zuriick
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bestehen, Methoden zu entwickeln, welche es ermoglichen, die Funktion oder die Funk-
tionen zu finden, die eine bestimmte Differenzialgleichung oder ein System von Differen-
zialgleichungen erfiillen. Das Auffinden dieser Funktionen heisst Losen der Differenzial-
gleichung(en).

Bemerkung: Die Gleichung (1.1) ist ein Modell zur Beschreibung des Temperaturverlaufs.
Tatsdchlich wird der Temperaturverlauf nicht exakt diesem Gesetz folgen. Der Tempe-
raturverlauf wird von vielen Faktoren beeinflusst: Warmeleitung, Warmestrahlung, Ver-
dunstung, Bewegungen innerhalb der Fliissigkeit, Luftbewegungen in der Umgebung etc.
Weiterhin spielt es auch eine Rolle, an welcher Stelle die Temperatur gemessen wird und
zudem sind Messungen nie ganz exakt. Das vorliegende Modell ist eine Idealisierung und
Vereinfachung, welche jedoch dem effektiven Verlauf recht nahe kommt und das Wesentli-
che zeigt und deshalb zur Beschreibung und Berechnung brauchbar und niitzlich ist. Die
mathematisch berechneten Resultate widerspiegeln jedoch nicht exakt die physikalisch
gemessenen.

1.4 Die Euler-Methode zur numerischen Losung von
Differenzialgleichungen

Das mathematische Modell fiir das anfanglich gestellte Problem der Abkiihlung des Kaf-
fees fiihrt uns auf ein sogenanntes Anfangswertproblem :

Gegeben ist eine Differenzialgleichung und ein Anfangswert, gesucht ist diejenige Funkti-
on, die die Differenzialgleichung erfiillt (also eine Losung ist) und durch den Anfangswert
geht.

Beispiel:

Ein Abkiihlvorgang verlaufe gemass der Differenzialgleichung

T'(t) =k (T(t) —Tu); T, =20°C; k=—0.Tmin"’

mit dem Anfangswert T(0) = To = 80°C.

T, ist die Umgebungstemperatur, k ein Parameter, welcher von Form, Material, Grosse
und Inhalt des Gefdsses abhingt.

Da es sich um ein physikalisches Problem handelt, haben alle Grossen eine Einheit, so
auch der Parameter k. Wenn wir die Einheiten vorher vereinbaren, brauchen sie wihrend
der Rechnung nicht speziell beriicksichtigt zu werden.

Wir stellen nun die Frage: Wie gross ist die Temperatur nach 6 min, wie gross ist also T(6)?
Wir werden die Antwort in der Form einer Folge von immer besseren Naherungen kon-
struieren.

Erste (grobe) Niherung in einem Schritt

Esist T'(0) = —0.1- (80 — 20) °C/min = —6 °C/min.

Also ergibt sich in der Zeit At = 6 min eine Temperaturdnderung von
AT=T -At=-6 r;—(l:n -6min = —36°C und damit erhdlt man

T(6) =80°C —36°C =44°C.
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Der Verlauf der Temperatur in den ersten sechs Minuten wird hier durch eine lineare
Funktion beschrieben (Abbildung 1.2).
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Abbildung 1.2: Euler-Methode, ein Schritt mit At = 6 min

Zweite Ndherung in zwei Schritten

Wir verwenden jetzt zwei Zeitschritte der Grosse At = 3 min. Wir berechnen die Tempe-
ratur nach 6 min mit der folgenden Tabelle:

Tabelle 1.3: Euler-Methode, zwei Schritte mit At = 3 min

Zeit t | Temperatur T(t) | Anderungsrate T’(t) | Anderung AT =T’ - At
min °C °C/min °C
0 80 —6 —18
3 62 —4.2 —12.6
6 494

Der Verlauf der Temperatur in den ersten sechs Minuten wird hier durch eine Funktion
beschrieben, die aus zwei Stiicken linearer Funktionen besteht, eine sogenannt stiickweise
lineare Funktion (Abbildung 1.3).
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Abbildung 1.3: Euler-Methode, zwei Schritte mit At = 3 min
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Dritte Ndherung in sechs Schritten

Wir verwenden jetzt sechs Zeitschritte der Grosse At = 1min und berechnen die Tempe-
ratur nach 6 min wieder mit einer Tabelle:

Tabelle 1.4: Euler-Methode, sechs Schritte mit At = 1 min

Zeit t | Temperatur T(t) | Anderungsrate T’(t) | Anderung AT =T’ - At
min °C °C/min °C
0 80 6 2
1 74 54 54
2
3
4
5
6 51.886

Berechnen Sie selbst die weiteren Werte der Tabelle. Zur Kontrolle: Die Temperatur nach
6 min sollte 51.886 °C betragen.

Der Graph besteht nun aus sechs Strecken, es handelt sich um eine stiickweise lineare Funk-
tion mit sechs Teilen (Abbildung 1.4).
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Abbildung 1.4: Euler-Methode, sechs Schritte mit At = 1 min

In der Abbildung 1.5 finden Sie die drei Ndherungen (1 Schritt, 2 Schritte und 6 Schritte)
in einem Bild dargestellt.

Wir kénnen nun die Anzahl der Schritte sukzessive weiter erhthen und erhalten damit
immer bessere Naherungen. Fiir eine Naherung mit 60 Schritten, also At = 0.1 min, sind
die ersten Zeilen in der Tabelle 1.5 aufgelistet.



KAPITEL 1. EIN MATHEMATISCHES MODELL UND DIE ANDERUNGSRATE

Fer |_F3 F4 FEx | _F&™ [Fr Tra ]
Zoom|Trace|Rearaph|Math IIIr'nEMT:r ﬁ? IC

16
1 T

e
MAIN EAD AUTO DE

Abbildung 1.5: Euler-Methode mit einem, zwei und sechs Schritten

Tabelle 1.5: Euler-Methode mit At = 0.1 min

Zeit t | Temperatur T(t) Anderungsrate T'(t) Anderung AT =T At

min °C °C/min °C

0 80 —6 —0.6
0.1 79.4 —5.94 —0.594
0.2 78.806

Grundprinzip: Kennen wir in einer Zeile der Tabelle die Temperatur T(t) und die Tempe-
raturdnderung AT, dann ergibt sich die Temperatur in der nidchsten Zeile dadurch, dass
wir die Temperaturanderung AT zur Temperatur T(t) addieren. Da von einer Zeile zur
néchsten die Zeit um At zunimmt, bezeichnen wir die auf T(t) folgende Temperatur mit
T(t + At). Es ist also

T(t+At) =T(t) + AT.

Fiir die Temperaturdnderung gilt:

Temperaturinderung = Anderungsrate mal Zeitintervall

AT = T/(t) - At.

Damit erhalten wir: Die Temperatur in der jeweils nachsten Zeile wird berechnet gemdss

Tt+At) =T(t) +T'(t) - At.

Machen wir At immer kleiner, erhoht sich zwar der Rechenaufwand, dafiir aber auch die
Genauigkeit. Die Berechnung gemass der hier erklarten Methode heisst EULER-METHODE.
Mit einem CAS-Rechner lassen sich die Tabellen fiir frei gewéhlte Zeitschritte einfach be-
rechnen und die damit ndherungsweise berechnete Funktion auch graphisch darstellen
(Néheres dazu finden Sie im Anhang). Um die Zunahme der Genauigkeit zu analysieren,
betrachten wir die folgende Tabelle 1.4.

T(6) ndhert sich bei sukzessiver Verkleinerung von At immer mehr einem bestimmten
Wert (wir werden diesen spdter mit andern Methoden genau bestimmen kénnen). Aus
der Tabelle 1.4 ist ersichtlich, dass sich immer mehr Stellen von T(6) stabilisieren, d.h. sie
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Tabelle 1.6: T(6) fiir At — 0

At Anzahl Schritte T(6)
6 1 44
3 2 49.4
1 6 51.886
0.1 60 52.829
0.01 600 52.919
0.001 6000 52.9277
0.0001 60’000 52.9286
0.00001 6007000 52.9287

verdndern sich bei weiterer Verkleinerung von At nicht mehr. Den exakten Wert definieren
wir als Grenzwert fiir At gegen 0 und verwenden dafiir das Symbol

lim .
At—0

1.5 Zusammenfassung

¢ Die Temperatur T einer Fliissigkeit ist eine Funktion, speziell eine Funktion der Zeit
t, d.h. es ldsst sich jeder Zeit t eindeutig eine Temperatur T zuordnen. Wir schreiben
dies in der Form T = T(t). Das Funktionsgesetz ist vorderhand nicht bekannt, fiir die
Funktion (Zuordnung) kann man mit Messungen jedoch eine Wertetabelle ermitteln.

¢ Die momentane (zeitliche) Anderungsrate oder erste Ableitung der Temperatur (nach
der Zeit) ist ein Mass fiir das Tempo der Temperaturdnderung, sie wird in der
Einheit °C/min oder °C/s gemessen und wird mit T’ bezeichnet. Die momenta-
ne Anderungsrate hiangt hier ebenfalls von der Zeit ab, d.h. sie ist eine Funktion der
Zeit. Aus der Wertetabelle kann die momentane Anderungsrate nur naherungswei-
se bestimmt werden, dazu betrachtet man zwei moglichst nahe beieinander liegende

Funktionswerte. Es gilt dann T'(t) ~ %, wobei AT die Differenz (Anderung) der

Temperaturwerte und At die Differenz (Anderung) der Zeiten bedeutet.

* Bei vielen Problemen ist es moglich, eine Beziehung zwischen der momentanen
Anderungsrate einer Grosse und dieser Grosse selbst in Form einer Gleichung zu
formulieren. Eine solche Gleichung heisst Ratengleichung oder Differenzialgleichung.
Im Falle der Abkiihlung einer heissen Fliissigkeit lautet die Differenzialgleichung
T'(t) = k- (T(t) — Tu), wobei T,, die Umgebungstemperatur und k eine (von den
physikalischen Umstdnden her bestimmte) Konstante ist.

* Die Differenzialgleichung T'(t) = k- (T(t) — T,) ermdglicht es uns, ausgehend von
einer gegebenen Anfangstemperatur, Naherungswerte fiir die Temperatur T zu ir-
gend einem gewiinschten Zeitpunkt t zu berechnen, d.h. wir kénnen die gesuchte
Funktion T(t) ndherungsweise berechnen. Die einfachste Methode dazu ist die Euler-
Methode.
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1.6 Aufgaben zum Kapitel 1

1.

Wie gross ist die Anderungsrate der Temperatur nach 2 min im gemessenen Beispiel
aus der Theorie §1.1., wenn man Tabelle 1.1 verwendet? Erkldren Sie das Vorgehen.
Welcher Wert ist der bessere ?

Wie gross ist die Anderungsrate der Temperatur nach 378 s in den Einheiten °C/min
und °C/s ? (Beispiel in §1.1.)

. Ein heisses Getrank hat die Anfangstemperatur Ty = 95 °C, die Umgebungstempera-

tur betrdgt T, = 20 °C. Die anfingliche momentane Anderungsrate der Temperatur
betrdgt —5°C/min. Wie lange muss man warten, bis sich das Getrdank auf 55°C ab-
gekiihlt hat? (Euler-Methode verwenden mit At = 0.1 min und At = 0.01 min)

. Beim freien Fall ohne Luftwiderstand kann der zuriickgelegte Weg s als Funktion

der Zeit t wie folgt dargestellt werden: s(t) = %tz mit g =10 33 , Zeit t in s. Zeichnen
Sie die Funktion auf fiir 0 < t < 3 . Berechnen Sie sodann die Geschwindigkeit nach
1.5s unter Verwendung eines Zeitintervalls von At = 0.1 ; 0.01 ; 0.001 ; 0.0001s .
Erstellen Sie eine geeignete Tabelle.

. Gegeben ist das Anfangswertproblem durch die Differenzialgleichung y’(t) = 0.5y(t)

und den Anfangswert y(0) = 1.2. Berechnen Sie unter Verwendung der Euler-
Methode sukzessive bessere Ndherungswerte fiir y(3). Verwenden Sie nacheinander
die folgenden Zeitschritte: tstep = At = 3; 1; 0.1; 0.01; 0.001. Skizzieren Sie die ent-
stehenden Graphen und geben Sie fiir die beiden ersten Fille die Gleichungen der
Geradenstiicke an. Rechnen Sie fiir tstep = 3 und tstep = 1 ohne TR und erstellen
Sie eine Tabelle.

. Gegeben ist das Angfangswertproblem y’(t) = y(t); y(0) = 1. Verwenden Sie den

Zeitschritt At = 1 . Zeigen Sie : Es ist y(1) = ( + %)n Keinen TR verwenden !

n

. Wenn man bei der Abkiihlung nicht die Warmeleitung, sondern die Warmestrah-

lung als Ursache beriicksichtigt, dann ergibt sich eine andere Differentialgleichung,
ndmlich : T'(t) = a- (T*(t) — T}) (Stefan-Boltzmann-Gesetz), wobei hier fiir die Tem-
peratur die absolute Temperatur gesetzt werden muss Tavsotut = Tcetsius + 273 .
Berechnen Sie mit den Daten aus dem Beispiel in 1.4. die Temperatur nach 6 min.
Berechnen Sie dabei zuerst die Konstante a so, dass T’(0) = —6°C/min (wie im
Beispiel ). Rechnen Sie mit der Eulermethode und verwenden Sie tstep = 0.1.

. Es sei nun die Anfangstemperatur T(0) = 25°C, die Umgebungstemperatur T,, =

20°C. Berechnen Sie die Temperatur nach 1, 2, 3, ..., 10min nach Newton und
nach Stefan-Boltzmann und vergleichen Sie! Bestimmen Sie den Faktor a (Stefan-
Boltzmann) resp. k (Newton) so, dass in beiden Fallen die anfingliche Anderungs-
rate der Temperatur T'(0) = —0.5 °C/min betragt. Verwenden Sie die Eulermethode
mit tstep = 0.1.

Ermitteln Sie aus der Tabelle 1.1 den Ndherungswert von k in der Differenzialglei-
chung T'(t) = k(T(t) — T,,) in jedem Zeitintervall [0; 60], [60;120], ... und bestimmen
Sie sodann den Mittelwert. Als Wert von T(t) wdhlt man am zweckmaéssigsten je-
weils den Mittelwert der Temperatur im entsprechenden Teilintervall.
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1.6. Aufgaben zum Kapitel 1

10. Analog zu Aufgabe 9, aber unter Verwendung der Tabelle 1.2.

11. Zeichnen Sie mit Hilfe des CAS-Taschenrechners oder eines Computers die Lo-
sungskurve zur Differenzialgleichung T'(t) = k(T(t) — T.) mit dem Anfangswert
T(0) = Ty = 79.7°C sowie T, = 21.7°C. Verwenden Sie den Wert k = —0.155min "
aus der vorangehenden Aufabe sowie einen Zeitschritt von At = 0.1. Die vorgegebe-
nen Werte entsprechen dem in §1.1 beschriebenen Experiment. Vergleichen Sie mit
der Abbildung 1.1.
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