Corrigé de la premiere journée de la finale du
CJML 2009

Probléemel

Le damier comporte 30 cases. Donc on pourra mettre au maximum 7 piéces, ce qui équivaut a 28 cases
recouvertes.

Par essais successifs, on se rend vite compte que ce maximum ne saurait étre atteint. On ne peut pose
au mieux qué pieces

Voici un exemple de configuration possible

Remargque nous nbdédavondémpnatstioi.ai t de r ®el | e
Probleme 2

Pour pouvoir répondre, il faiccomprendre que laombre de billes recherché est strictement compris
entre 20 et 30.

Notons x | e nombre de billes québéa Mathias au d¢
Biensirl O y O x.

La phrase entre guillemets donne | d6®quation sui
3y + 0.5¢(x-y) = x.

D6oY%, 5y = x.

Donc x est un multiple de 5 compris strictement entre 20 et 30.

Doncx = 25

Probleme 3

Les ages de la meére et du frere sont des données parasitesqpe servent qué”™ | ust
et de 37 dans la suite.

Dressons la listdes premiers nombres obtenus

11,
(1+1)x7=14.
(1 +4) x 7 =35,
(3+5) x 7 =56.



(5+6) x 7 =77.

(7 +7)x7=98.

(9 +8)x7=119.

(1+1+9)x7=77.

(7 +7) x 7 =98.

(9 + 8) x 7 =119.

Et cé

La méme série 77, 98, 119 va se reproduire indéfiniment.

Les quatre premiers nombres sont différents de 77, 98 et 119, puis on retrouve 119 tous les trois
nombres.

Or37=4+3x11.
Donc le 37™ nombre est 119.

Probléme 4

8 x 8cm

6x5cm

4x3cm

On doit choisir de maniére évidente carré de coté 8 cm

Probleme 5

I 1 suffit de bien penser ° prendre emémeompt e |
Onobtient A Dans ce cadr e]estl3dois plwsgrand que k& rombréde thiffre® s
Probleme 6

En tatonnant, on trouve le résultat suivamn unique e

el
Ly



On a bien cing nombres qui se suivent

3+7=10.
5+6=11.
9+3=12.
6+7=13.
9+5=14.
Probléme 7

Le nombre recherch® est divisible mdirld=3«d par
Notre nombre est donc divisible par 4 et par 3.

I s e®des 4 et des 6, dosmn le divisepar 2,lerésultats 6 ®cr it avec des 2 e
Notons a ce nombre. Le nombre de départ est 2a.

a doit aussi étre divisible par 2, puisque 2a est divisible par 4.

Donc a est pair.

Donc a se termine par un 2.

adoit étre divisible par 3, donc la somme de ses chiffres doit étre divisible par 3 également.

a se termine par un 2 et contient au moins un 3. Pour que la somme de ses chiffres soit divisible par 3 il
doit comporter deux 2 de plus, donc en tout troisned, au minimum.

Le plus petit nombre sO06®crivant ai nsi est 2232.
Donc a = 2232 & nombre recherché est 4464
Probléme 8

On peut couvrir tous les sommets et placenf pionsde la maniére suivanfev oi r | 6 ®nonc®
liaisons entre les pions)



Probleme 9
Ce probleme est en fait assez simple.

Il'y a 6 fois neuf faces de dés visibles.

Une au centre de chaque face du cube. On y fait apparaitre un 1 (en vert sur le dessin).

Sur les parties rougeson peutfar@ para” " tre un 1 et un 2, ces deu
dé.
Aux hwuit coins du cube (en bl eu), on peut fair

pas opposées sur un dé.
En effet, sur un dé, le 1 est opposé au 6, le2 @ilie 3 au 4.
Dans cette configuration optimale, la somme des points visibles est

Nombre de points des aires rouges + nombre de points des aires vertes + nombre de points des aire:
bleues =12 x 3+ 6 x 1 + 8 x 639 points

Probléme 10

La situaion est délicate. Je ne suis pas parvenu a la mathématiser véritabl@emawotved coupsau
mieux, mais en bidouillant par essais successifs.

Voi ci comment | don peut sO6y prendre en quatre
va bouge au coup suivant

Situation initiale ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Etape | ‘ ‘ ‘

Etape 2

Etape 3

Etape 4




Probléme 11

Les deux mor ceaux doi vent pouvoir sO6i mbri que.l
nécessairement avair

a=c=e=g=ietb=d=f=h.

La figure obtenue en déplacant les deux morceaux doit étre un cagé,seetraduit par
5b = 4a.

a est divisible par 5 et b est divisible par 4.

Au minimum, ona donca=5etbh =4.

DoncMin(longueur de la découpe) = 4b + 3a =31 cm.

Probleme 12

Le dessin suivant r ®s umeexpliaatiog:i t uati on mi eux qudc



En vert, bleu et rouge apparaissent trois positions possibles de la laissei, €glhé alors tendue.

Le grand cercle a pour rayon deux metres et les deux petits ont pour rayon un métre.

A . , 40 ¥ ,
Léaire de | a zone cocermleeestpoﬁ%nzgtl au grand arc de

Lébaire des deux petites zones:c@rlizeéa%%p=§Tnd’a.nt au x

Lébaire de |l a r®gion que Iei—Tchi—Tethpeut atteindr e
Probleme 13
Lepr obl me revient en fait ° chercher | 6aire co

Notons Amax cette aire et notons Ac et At les aires du carré et du triangle.
Le texte dit que Amax :g x At = % x Ac.
Or Ac = 16 cm.

Donc At = x 16 =18 cnr. On a trouvél solution

N | w

X

AW

Probléeme 14

Pour ®viter de distinguer trop de cas (etoncbesH
supposer), on suppose que les deux chiffres identiques dans les deux nombres sont disposés commg
dansl 6 exempl e donn® (on peut de toute fa-on prou
pas de solutions, mai s on ne sbdébencombrera pas ¢

. 106y G _ 6 . ,
On recherche donc les fractions de la fom—&: =, avec ab et c des nombres entiers compris entre

let9etl0a+b<10b+c.

Lé6®quation Iiant a, b et ¢ se r®®crit

_ 10¢m

90+



Il suffit de faire varier b entre 1 et 9 pour trouver toutes les solutions possibles

106

b=1:c—gdﬂ.a:1etc=1conviennentmaisalofs@i n®gal i t® ndest plus sa
206 . .
b=2:¢c=——. a = 2 et ¢ = 2 conviennent mais alors
9%y 2
=3: =31d1—°1.a=3etc:3:onviennent mai s al ors | 6i n®galit®
=4: :ﬁ.a:4etc:4:onviennent mai s al ors | 6i n®galit®
b=5: =gf§+—°;.a:5etc:&0nviennent mai s alors | 6in®galit®
b:6.c:;i—(;.azletc:&a:2etc:5a:6etc:6conviennent,maisa:6etc:6ne
satisfont pas I6in®ga|i:t;—j®tg.0n obtient donc deux
b=7: =%.a=7etc=7conviennent mai s alors | 6in®galit®
= 8: =£—°;.a:8etc=8:onviennent mai s alors | 6in®galit®
b:9:c:%).a:1etc=5,a:4etc=,8a:9etc:9conviennent,maisa:9etc:9nesatisfont

pas | 6i n®gal it ®.so|um)ns:éggebg§q tleentl @domcc dreruax” t d®j

. 16 19 26
On a donc obten8 solutions o0 o8 etg )
Probléme 15
/ F

/"

Le cubeposséde 6 faces et chaque face a 2 diagorgdes. tenir compte des rotations, si on trace une
diagonale sur chaque face du cube, il ¥ aubes décorés possibles.



Mais par rotationgutour des axes (Ox), (Oy) et (Oz), on divise a chaque fois parleemmbre de
possibilités.

Donc le nombre de cubes distincts, en tenant compte des rotations, es]ét e%ak% x 26=2%=38,

Il'y a8 cubes différentpossibles.

Probléme 16

H

On suppose que la fourmi part du sommet A du cube. Elle se rend forcéinemtias sue du p
mouvement en B, en D ou en E. Aprés ce premier mouvement, le nombre de chemins permettant de

passer par tous | es sommets est | e m°me que |
des roles équivalents par rapport a A.

Regardons donc combien de chemins conviennent aprés avoir fait par exemple leitrBjdteplus
simple pour ce faire est de dessiner un arbre

D H/E-‘.F_-G ‘.
\G-—F-—E @&

Au bout de la branche AB-é 6 chemins conviennent (fl ches v
des chenins qui obligeraient la fourmi a passer par un sommet déja traversé lors des mouvements
pr ®c ®dents. On nbéa donc pas donn® | a suite des
Les branchesAD-é etE-£# donneront el |l es awuchasuine.6 chemi ns

On trouve donc 18 trajets permettant a la fourmi de parcourir tous les sommets en sept mouvements.



Lédarbre compl Ekr acnocnhpeosr,t ep uliusi qar®da founhale ch@x entre 3 v e m

sommets.

Donc la probabilité recherchée est égai% A=

Probléme 17

2

729~ 243"

La situation est d®l i cat e

" c3

c2

(o3}

C4

Sur le dessin [AB] est le grand segment horizontal. Les centres des cercles C3 et Sdié&oiait
dessus de A et de B et les centres des cercles C1 et C2 sont situés sur [AB].

Notons s = AB et r le rayon commun aux
qguatre cercles.2rfar doi
gue C3 et C4 ne soient pas disjoints.

Commencgons par calculer les longueurs

des deuxarcsAH = HB et AG = GB en
fonction der et s.

U= arccosiT).
b=-- arccong).

2

D6 A%=GB=nrb=rx (% —arccosﬁ)).

t

avoi,r

abor der

S

C4

O

et



Calculons maintenant AH = HB.

Cc2
. :‘ G
;A/\D B
(o]

OnaU= arccosi{?—"r’i).

DO oMk=HB=r I b = r"—‘loli).arccos(

Les deux arcs doivent former un quart de cembmc AH + AG :'7 , Ce qui donne

i, 05i, , * ' : -
arccos(i—) +5- arccosﬁ) =7 d:6 0 %

U o5 ,
arccos'(,l—') = arccoséT) .

En prenant par exemple r = Qé&n ne fait alors que choisir une échelle, ce qui ne changera en rien les
mesures des anglest les rapports de longueurs), on obtient

” : 1
arccos(Ii s) = arccos(s), ce qui donne §7

Doncs=r=0.50nahbhies O 2r . e

On obtient au passage AH = Hréé et AG=GB= o

c2

Ce résultat permet de faire un nouveau dessin, avecs o



Dessinons | e carr® (il ne sobagit pas dbébun rect
longueur de son c6té

T

Pythagore dans le triangle ACNG ®:c r i t
r>= & + 0.25(r + aj, ce qui donnaprés développement et regroupement :
3 =54+ 2rai.e., sachant que r = 0.52%ai 0.75=0.

Le discriminant de ce polyndme d .
degr® 2 en a est e

a est donc égal @.5 ou 0.3. Or ast
strictement positif, dona = 0.3 cm

Nous avons désormais tous les outi
en main pour déterminer les rayons d:

deux petits cercle€ommencons par le f .
plus grand. Notons rl1 son rayon. ‘A /\ 8
OI
;
N

Dans BQO, on a

BQ =0.5r.
OQ=a+rl.
BO =r7 rl.

On appigue ensuite Pythagore a BQO



(0.5rP + (@ +r1¥ = (ri r1)?>, avecr=0.5 eta = 0.3.

39

Apres développement, on trounie= 50

Méme idée avec le plus petit cerobm notant r2 son rayon

Dans PQF, on a

QF =0.5r.
QP =11 r2.
PE=r+r2.

On applige ensuite Pythagore a PQF
(0.5rF + (ri r2)?= (r + r2f, avecr = 0.5.

Aprés développement, on trouse= 31—2 .

On peut alors enfin concluree rapport du plus grand au plus petit rayon: (:e»lgt: %.

Peutétre y avaiil plus direct? Si non i | me semble i mpossible de
heure et demié



