Enoncé : déterminer inf (n(n\/E—E(n\/E))) =inf (nfrac(n\/z)) =inf f (n) avec
f(n)= nfrac(nx/z) = nfrac(n(\/z+l)) .

Solution résumée : elle est basée sur I’utilisation du développement en fractions continues de
a=1+2 (on pourra se référer au probleme de polytechnique MP* 99 Math 2) :
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La n-icme réduite de & est r, =Po géfinie par
q,
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py=2=q¢, p=5=q, pP,=2p,,*tp,.=q.€N
On a alors (théorie des suites récurrentes doubles)
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On établit la formule (théorie des développements en fraction continue)
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qui permet de prouver que les suites (r, ) et (r,,,) sont adjacentes convergentes de limite
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On en déduit que frac(qz,zx/i) = frac(qzn (\/5 + 1)) =frac(q,,&)=q,,@— p,,.

* On étudie alors la suite (u,)=(q,, (¢,,@— p,,)) : on a successivement
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dont on déduit
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Par suite u, = f (,,)—==—>—= en décroissant. On a donc a fortiori inf f (n)
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* On étudie de méme (v,)=(f(g,,,))- Des calculs analogues conduisent &
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dont on déduit successivement f(q,, ,)=q,, ,(¢,,,@—p,, ,+1) puis
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Soit alors pour ge N” fixé quelconque, f(q)=gq(qa—p) avec p=E(q).

> Pour £e{&,ne N*} on a déja f(q)>L.
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» Sinon il existe un unique entier n tel que g€ ]qn,qn“[ (car la suite (g, ) est croissante

de limite +o0). On a alors
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q qn qqn qqn qnan
Donc re [(rn,rm )] Par ailleurs on a
|I’—I‘n+1 = £— P = |pq”+l — 9P > ! > 21 .
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Comme o€ ](rﬂ,rﬂ+l )[, on en déduit, que
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auquel cas |r—0{|2|r—rn+1|2 .

n+l

Finalement dans tous les cas on a |r —af| = — . Mais alors
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> En résumé pour tout entier g on a montré f (q)>—— et donc inf f(g)>——.
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Comme on disposait déja de I’autre inégalité il vient
1
inf =—
geN" f (q) 2\/5




